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2  Absorption und Emission von Strahlung

2.1  Elektromagnetische Strahlung

Im Jahre 1886 hat Heinrich Hertz die Existenz der elektromagnetischen Wellen und ihre
Wesensgleichheit mit den Lichtwellen experimentell nachgewiesen. Damit wurde die in den
Jahren 1861 bis 1864 von James Clerk Maxwell aufgestellte elektromagnetische Theorie des
Lichtes eine wesentliche Grundlage der Spektroskopie. Wie der Name sagt, bestehen die
Wellen aus zwei Komponenten. Abbildung 2.1 erldutert das am Beispiel einer linear polari-
sierten Welle, die sich in einem homogenen isotropen Medium in x-Richtung ausbreitet. Die
elektrische Feldstarke E oszilliert in der x-y-Ebene, die magnetische Feldstarke H senkrecht
dazu in der x-z-Ebene. Beide Schwingungen haben die gleiche Frequenz vbzw. den gleichen
Wellenzahlvektor k, der in diesem Fall nur die x-Komponente ky = 27t/4 hat. Ebenfalls nur
jeweils eine Komponente haben die Amplitudenvektoren A® und A". Folgende Gleichungen
beschreiben die Ausbreitung der linear polarisierten Welle:

Ey= A cos(kx — 2mvt), (2.01)
H, = A cos(kcx — 2mvt).

Ausbreitungsrichtung und Richtung der elektrischen Feldstarke bestimmen definitionsgeman
die Polarisationsebene des Lichtes, in diesem Fall ist es die x-y-Ebene.

Abb. 2.1 Darstellung einer linear
polarisierten elektromagnetischen
Welle, die sich in x-Richtung
ausbreitet.
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Die isotropen homogenen Medien werden durch die Materialgleichungen der Maxwell-
Theorie beschrieben. Fur die dielektrische Verschiebung D bzw. die induzierte elektrische
Polarisation P gilt

D=g E+P=gaE=g (1+ 1) E. (2.02)

& bezeichnet die Dielektrizitatskonstante (permittivity of vacuum, Influenzkonstante), & ist
die relative Dielektrizitatskonstante und y. die elektrische Suszeptibilitat.

Spektroskopie © D. Freude Kapitel "Strahlung”, Version Juni 2006



Kapitel 2, Seite 2

Die zu Gleichung (2.02) analoge Materialgleichung fur die magnetische Induktion B lautet
B=mwpH+M)=pr o H=po(1+p)H. (2.03)

Lo bezeichnet die Permeabilitatskonstante (permeability of vacuum, Induktionskonstante), s
ist die relative Permeabilitatskonstante. Im Unterschied zur Polarisation P in Gleichung
(2.02) hat die Magnetisierung M in Gleichung (2.03) die Dimension einer Feldstarke, die sich
zur magnetischen Feldstarke H addiert.

Wahrend bei den meisten spektroskopischen Verfahren die elektrische Komponente der
Strahlung mit den Teilchen in Wechselwirkung tritt, sind fur die magnetische Resonanz die
magnetischen Grolien aus G (2.03) bedeutsam.

Fur die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ der Welle gilt

1 C
c=Av= ==

\/gogrﬂolur \/gr :ur .

(2.04)

Damit ergibt sich die Lichtgeschwindigkeit co als Ausbreitungsgeschwindigkeit einer elekt-
romagnetischen Welle im Vakuum, in dem & = z = 1 ist.

Aus den Maxwell-Gleichungen folgt weiterhin, dass die Energiedichte w (Energie pro Volu-
men) einer linear polarisierten elektromagnetischen Welle gleichgewichtig aus einem elektri-
schen und einem magnetischen Anteil besteht:

W= Y% g& E + Y uoH; (2.05)

Der Poynting-Vektor S, der die auf die Einheitsflache bezogene Energiestromdichte bezeich-
net, zeigt in x-Richtung und ergibt sich als Produkt aus Energiedichte und Lichtgeschwindig-
keit:

S, = W, (2.06)

Daraus folgt die wichtige Aussage, dass der Energiefluss der Strahlung in Ausbreitungsrich-
tung von den Quadraten der Amplituden der Feldstérken abhangt.

— %k, S

Abb. 2.2 Energiefluss einer elektromagneti-
schen Welle, die sich in x-Richtung ausbreitet.

g Wellenvektor k und Poynting-Vektor S zeigen
S N ebenfalls in x-Richtung. In der Zeit At flieRt die
A im Quader eingeschlossene Energie durch die
NN Y Flache A. Wahlt man fiir At eine Sekunde und
I~ fiir A die Einheitsflache, ergibt sich aus einer
Energiedichte eine Leistungsdichte gleichen
«—— CAt — Zahlenwerts.
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2.2  Das Dipolmoment und andere Grolien aus der Elekrodynamik

Zur Erlauterung einiger Begriffe, wie Dipol- y
moment und Polarisierbarkeit, verwenden wir Beobachtungs-
die sogenannte Multipolentwicklung, die das punkt

Potential V (r) einer Ladungsverteilung be-
schreibt. Wir betrachten N Ladungen g, mit

N
an = 0. Das ist z. B. fur ein elektrisch neut-
n=1

rales Molekul gegeben, bei dem sich die positi-
ve Kernladung und die negative Elektronenla-
dung kompensieren. Bei Entwicklung des Po-
tentials bis zur zweiten Ordnung ergeben sich
Multipole erster und zweiter Ordnung:

- g
VNdng= ) "
n=1 | !

n

L o 1 0° 1
an 1_(Xn)ia_xi+5(xn)i(xn)i aXian Tt

n=1
13 1 1
~ ¢(O) + ¢(1) + ¢(2) - ?an + r_3 ur + erljxlxl . (207)
n ]

Der Faktor 4ney muss auf der linken Seite hinzugefiigt werden, damit das Potential die SI-
Einheit Volt hat. Die Ladungen g, befinden sich an der Stelle r',, wobei der Ursprung des
Koordinatensystems zweckmaRigerweise innerhalb der Ladungsanordnung liegt. Das Potenti-
al wurde in Gleichung (2.07) fur grofl3e Entfernungen zwischen Beobachtungspunkt und
Ladungsort, d.h. r = |r| » |r'y|, nach Potenzen von 1/r entwickelt, indem nach den sogenannten
Aufpunktskoordinaten r differenziert worden ist. ¢(°> ergibt null, da sich die Ladungen kom-
pensieren. ¢ kann als ur Ir? oder we,/r? geschrieben werden, wobei e, den Einheitsvektor in
r-Richtung darstellt. Der Vektor

N
H= D, G (2.08)

ist als das Dipolmoment einer Ladungsverteilung definiert. Er héngt bei der oben vorausge-
setzten Neutralitat der Ladungswolke nicht von der Wahl des Ursprungs des Koordinatensys-
tems ab. Die Dimension des Dipolmoments ergibt sich als Asm. Die alte nach Peter Debye
benannte cgs-Einheit mit 1 D = 3,33564 x 10~*° Asm ist ebenso noch im Gebrauch wie die
atomare Einheit eag, die sich auf den Betrag der Elementarladung e = 1,0602 x 10 As und
den Bohr'schen Radius

ao = 5,292 x 10 mbezieht. ¢ ist das Potential eines im Ursprung befindlichen Quadrupols
mit dem Quadrupolmoment

0, = %an[B(xn)i(xn)j - rnzzsij] , (2.09)

wobei &;; das Kronecker-Symbol bezeichnet. Aus der Definition G (2.07) folgt &; = 6; und
aus G (2.09) folgt, dass der Tensor spurlos ist. Er hat also nur 5 Elemente, bzw. nur 2 bei
Transformation auf Hauptachsen.
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Obwohl magnetische Einzelladungen nicht existieren, kann man eine zu G (2.07) analoge
Beziehung fur das magnetische Potential aufschreiben. Wichtig ist das ebenfalls mit z be-
zeichnete magnetische Moment, das gemeinsam mit dem elektrischen Dipolmoment einen
Bestandteil der elektromagnetischen Dipolstrahlung darstellt.

Hat ein molekularer Baustein eines Dielektrikums kein permanentes Dipolmoment, kann
durch die elektrische Polarisierbarkeit & (Dimension: Asm?V) unter dem Einfluss einer
auleren elektrischen Feldstarke E ein Dipolmoment ging induziert werden. Der entsprechen-
de Polarisierbarkeitstensor a wird durch

Uind = aE (2.10)

definiert. Dieser linear vom Feld abhéngende Effekt ist ausreichend flr die Betrachtung ge-
ringer Feldstarken. Fiir hohe Feldstarken beschreibt g = @ E + BE? + yE® + ... Effekte der
nichtlinearen Optik (NLO). Fir geringe Feldstérke ist die induzierte elektrische Polarisation
das auf das Volumen bezogene induzierte Dipolmoment, vgl. G (2.02),

P =y akE. (2.11)

Die elektrische Suszeptibilitt ye ist fir isotrope Medien eine skalare GroRe. Eine Elektronen-
polarisation, bei der auch kugelsymmetrische Atome durch Verschieben des positiv geladenen
Kerns gegen die negative Elektronenhille polarisiert werden kdnnen, stellt sich in weniger als
10 s ein. Mit ca. 10" s ist die Einstellzeit der Atompolarisation (lonenpolarisation, Gitter-
polarisation) durch Verschiebung geladener Atome im Gitter etwas langsamer. Wesentlich
langsamer und ohne Einfluss auf den Brechungsindex im optischen Bereich stellt sich die
Orientierungspolarisation (paraelektrische Polarisation) ein. Sie entsteht durch das Ausrichten
von permanenten molekularen Dipolen, die auch ohne Anlegen eines &uf3eren Feldes vorhan-
denen sind. Die dielektrische Relaxation der Orientierungspolarisation kann im Hochfre-
quenzbereich experimentell untersucht werden. Die Untersuchung der Frequenzabhéngigkeit
der Dielektrizitatskonstante wird DK-Spektroskopie genannt.

2.3 Absorption und Dispersion

Beim Durchgang durch ein Medium mit dem Brechungsindex n > 1 verringert sich die als
Produkt von Wellenldnge und Geschwindigkeit definierte Phasengeschwindigkeit c = Av
gegenber der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum cq auf ¢ = co/n. Die Frequenzabhéngikeit
von n ergibt die Dispersion, die durch ein klassisches Modell erlautert werden kann. Der
Imaginarteil eines komplexen Brechungsindexes beschreibt die Dampfung der elektromagne-
tischen Welle. Wir betrachten ein elektrisches Feld mit dem Amplitudenvektor A% = (0, Eo, 0)
und flhren mit exp(iwt) anstelle cos wt in G (2.01) eine komplexe Zeitabh&ngigkeit ein. Die
Differentialgleichung fur die durch das duf3ere Feld erzwungene Schwingung eines geddmpf-
ten Oszillators mit der Masse m, der Dampfungskonstantey, der Ladung g und der Eigenfre-
quenz ay ist

d2
m Tz + my% + My’ y = q Ey exp(iot). (2.12)
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Ein exponentieller Losungsansatz y =y, exp(iat) ergibt

qE,
m (0)02 -0’ + iya))

Yo = (2.13)

als komplexe Schwingungsamplitude. Es entsteht ein induziertes elektrisches Dipolmoment
Mind 1N y-Richtung

q°E,

m (a)02 -0’ +iyw

wy=qy= j explion) (2.14)

Mit N Oszillatoren pro Einheitsvolumen ergibt sich fiir die induzierte elektrische Polarisati-
on, siehe G (2.11),

Pinda = Xe & E=N M (2.15)
und damit eine komplexe Suszeptibilitat

q°N
Xe = 5 PR : (2.16)
g,m (a)o - +|ya))

Aus der Definition n = co/c und G (2.04) folgt
n=—= ¢, . (2.17)

Da wir keine ferromagnetischen Stoffe in Betracht ziehen, kann mit ausreichender Genauig-
keit 14 = 1 gesetzt werden, und es ergibt sich die Maxwell-Beziehung

n=.s =l+1.. (2.18)

Zu beachten ist, dass diese Grolien frequenzabhéngig sind. Zum Beispiel liefert die oben
schon erwahnte Orientierungspolarisation keinen Beitrag zur Suszeptibilitat im optischen
Frequenzbereich. Aus den Gleichungen (2.16) und (2.18) folgt, dass auch der Brechungsindex
eine komplexe GroRe darstellt:

q°N

gyM ((002 -0’ + i;/a)) '

n=1+

(2.19)
Zur Aufteilung in Real- und Imaginérteil werden in der Literatur sowohl n =n'—in" als auch
n=n'+1in" benutzt. Wir benutzen die hdufigere Konvention

n=n"-in" (2.20)
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Fiir n ~ 1, was in gasformigen Medien gut erfilllt ist, kannn?~= 1= (n+ 1) (n—1) ~ 2 (n — 1)
gesetzt werden. In Resonanznéhe gilt | — an| « ay bzw. @ + ay = 2an = 2. Damit wird

2 —
n=1+ D0 2.21)
4g;may, (a)o—a)) +(7//2)
und
2
= Nd 4 . (2.22)

8eM@, (@, — a))2 +(r/ 2)2

Im Kapitel 2.6 wird gezeigt werden, dass der frequenzabhangige Quotient in G (2.22) durch
eine Lorentz-Kurve beschrieben wird und y die volle Halbwertsbreite dieser Kurve ist. Die

Bedeutung von Real- und Imaginéarteil kann man durch folgende Uberlegung veranschauli-

chen: Analog zu G (2.01) gilt flr eine sich in x-Richtung ausbreitende Welle

Ey= Ay exp [i(aot — k)] (2.23)

Der Wellenvektor k kann durch nko ersetzt werden, wobei ko mit |Ko | = aw/co der Wellenvek-
tor im Vakuum ist. Aus den Gleichungen (2.20) und (2.23) folgt dann

E, = Ay expli (ot —koy {n'—in"} x)]1 = A exp[-n"xw/co] explikoy (Cot—n'X)]. (2.24)

Der erste Exponent auf der rechten Seite der G (2.24) beschreibt eine Dampfung der Welle.
Im Kapitel 2.8 wird gezeigt werden, wie die hier durch den Imaginarteil des Brechungsindex
n" beschriebene Absorption mit dem experimentell bestimmbaren Extinktionskoeffizienten
zusammenhangt. Der zweite Exponent beschreibt die Dispersion. Im Zusammenhang mit

G (2.21) ergibt sich daraus die Abhé&ngigkeit der Phasengeschwindigkeit von der Frequenz.

Setzen wir fur die Ladung des Oszillators q die Elementarladung —e, misste G (2.22) die
Gesamtabsorption von Atomen mit einem Leuchtelektron beschreiben. Die im Zustand i
befindlichen Elektronen N; kdnnen jedoch durch die Absorption auf verschiedene Zustande k
(einschlieRlich nichtdiskreter Zustande im Kontinuum) tbergehen. Deshalb entféllt auf jeden
Ubergang nur ein Anteil fy der Gesamtabsorption. Fiir diese sogenannten Oszillatorenstéarken
der Ubergange vom Zustand i in die Zustande k gilt

D> fi=1. (2.25)

Mit den Oszillatorenstarken fi konnen die diskreten Ubergéange in die klassisch hergeleiteten
Beziehungen eingefuhrt werden. Fur den Imaginarteil des Brechungsindex gilt dann

N; e* o fiy Vi
"= : 2.2
" 2em Z (7 z (2.26)
k

Wy _a)z)Z +(7ik a’)

Dabei ist 3 die Halbwertsbreite der Absorptionslinie fiir den Ubergang i — k und es ist tiber
alle moglichen angeregten Niveaus k zu summieren. Da sich die Frequenzen i Uber einen
groRen Bereich erstrecken, ist es nicht moglich, eine Frequenz einzustrahlen, die fur alle k die
Bedingung |o— wi| « wi erfullt. Deshalb haben wir bei der Ableitung von G (2.26), im
Gegensatz zum Vorgehen bei der Ableitung der Gleichungen (2.21) und (2.22), nicht von der
Né&herung | — @i | « o bzw. @ + an = 2an = 2 Gebrauch gemacht und kénnen G (2.26)
nicht direkt mit G (2.24) vergleichen. Im Zusammenhang mit der Erlauterung des Extinkti-
onskoeffizienten werden wir im Kapitel 2.8 auf G (2.26) zuriickkommen.
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2.4 Spontane und induzierte Ubergéange, Strahlungsgleichungen

Ein spontanes Ereignis bedarf keines AnstoRRes von aullen, um ausgeldst zu werden. Das Licht
thermischer Strahler, das wir visuell wahrnehmen, entsteht dadurch, dass eine Substanz bei
hohen Temperaturen spontan Lichtquanten aussendet. Ein induziertes oder stimuliertes Ereig-
nis erfolgt nur nach einem Anstof’ von auBen. Demnach ist ein Absorptionsvorgang immer
induziert (stimuliert). Aber auch ein Emissionsvorgang kann induziert werden, wenn von
auBen eine Frequenz eingestrahlt wird, die der des emittierenden Ubergangs entspricht.

Wir betrachten zwei Energieniveaus eines isolierten Teilchens. Da die folgenden Betrachtun-
gen flr zwei beliebige Zustande gelten, kann man sie allgemein mit i und k bezeichnen. Hier
und in den n&chsten beiden Abschnitten setzen wiri=1und j=2. Essei E;>E; und E; - E;
= hv, wobei h = 6,626:10** Js die Planck-Konstante ist. Die Besetzungszahlen der Zustande
sind Nz und N;.

4 Energie

E> 2 N2

" Biow,
1% N\N\NN>
NN\NN W’\/\/\/\ﬂ» N\N\NN>
lewv A21

E;L Nl

Absorption Induzierte Emission  Spontane Emission

Abb. 2.3 Absorption, induzierte und spontane Emission.
Die Zahl der Teilchen, die vom Zustand 1 in den Zustand 2 Gbergehen, ist
—dN]_ = B]_2 W, N]_ dt, (227)

wobei B, w, die Absorptionswahrscheinlichkeit mit der spektralen Energiedichte w, bezeich-
net. Die von den Teilchen beim Ubergang absorbierte Energie wird durch

dWabs = h VdN]_ (2.28)
und die als Strahlung beim Ubergang von 2 nach 1 emittierte Energie durch

beschrieben. Fur die Bilanz der Teilchen, die von 2 nach 1 gehen, muss zusétzlich zur indu-
zierten Ubergangswahrscheinlichkeit B,; w, eine spontane Ubergangswahrscheinlichkeit Ay
bertcksichtigt werden:

—dN, = (lewv + A21) N, dt. (230)
Die Wahrscheinlichkeit Ay, hangt nicht von duf3eren Feldern ab. Die Wahrscheinlichkeit eines
induzierten Ubergangs ist dagegen das Produkt des B-Koeffizienten mit der spektralen Ener-

giedichte der &ulReren Felder im Frequenzbereich zwischen v und v+ dv. Die spektrale Ener-
giedichte w, hat die Dimension Energie pro VVolumen und Frequenz.
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Oft wird anstelle dieser GroRe die spektrale Strahldichte (Strahlungsdichte) L, verwendet. L,
entspricht der Leistung, die im Frequenzbereich zwischen v und v+ dv pro Flacheneinheit
in einen Kegel mit dem Raumwinkel £2=1 ausgestrahlt wird. Der Raumwinkel £2=1 ist da-
durch definiert, dass er auf der Oberflache einer Kugel mit dem Radius 1 m eine Flache von

1 m? aus der Gesamtoberflache von 4 m? ausschneidet. Der Offnungswinkel des entspre-
chenden Kegels ist etwa 66°. Im Vakuum gilt mit der Lichtgeschwindigkeit co:

L,=w, co/4n. (2.31)

B, und By sind die Einstein-Koeffizienten fiir Absorption und induzierte Emission. Mit Hilfe
dieser Koeffizienten konnte Albert Einstein 1917 einen einfachen und gut gesicherten Beweis
der Strahlungsformel erbringen, die bereits Ende 1900 von Max Planck durch eine Interpola-
tion (des Verhaltens der zweiten Ableitung der Entropie nach der Energie) zwischen dem
Wien-Strahlungsgesetz und dem Rayleigh-Jeans-Strahlungsgesetz abgeleitet worden war.

Die Einstein-Ableitung geht von der Strahlung in einem abgeschlossenen Hohlraum im War-
mebad mit der Temperatur T aus. Wegen des Gleichgewichts sind fiir beliebige zwei Zustén-
de, zwischen denen Ubergénge stattfinden, die Zahlen der absorbierten und emittierten Ener-
giequanten gleich. w, entspricht in diesem Fall der spektralen Energiedichte eines schwarzen
Kdrpers, die mit p, bezeichnet wird. Aus (A2 + B2 ) N2 = Bz p, N; folgt

N B
—2 _ _ Pubfy (2.32)
N, A, +Byup,
Andererseits gilt fur das System die Boltzmann-Statistik:
N E,-E
N2 _ 02 gy {__2 1}:&@@ {_E] (2.33)
N, o, KT g, KT

k bezeichnet die Boltzmann-Konstante und h ist das Planck-Wirkungsquantum. Die statisti-
schen Gewichte g; sind im weiteren g; = g2 =1 gesetzt, d. h. eine Entartung der Energieni-
veaus wird nicht berlicksichtigt. Aus Gleichungen (2.32) und (2.33) ergibt sich

P " (2.34)

kT
BlZ € - le

In Gleichung (2.34) ist tber das Verhaltnis zwischen B;, und B;; noch keine Festlegung
getroffen. Macht man aber die plausible Annahme, dass fur T — o auch p, —> « gelten
muss, ergibt sich aus G (2.34) die Relation By, = B,1. Fiir die Bestimmung des Verhéltnisses
zwischen A, und By; wird das im Juni 1900 von Lord Rayleigh und James Hopwood Jeans
aufgestellte Strahlungsgesetz herangezogen. Im niederfrequenten Bereich (hv « kT) muss
G (2.34) mit dem Rayleigh-Jeans-Gesetz

8z vEKT

= 2.35
P & (2.35)

Ubereinstimmen, das wir weiter hinten mit klassischer Physik bzw. mit klassischer Statistik
herleiten werden.
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Mit exp (hvkT) =~ 1+ hvKkT fur hv«KT ergibt sich unter Beachtung von By, = B,; aus
G (2.34)

_ALKT

“Bony (2.36)

o

Aus den Gleichungen (2.35) und (2.36) folgt damit das fiir beliebige Relationen von hv zu
KT gultige Verhéltnis des spontanen zum induzierten Ubergangskoeffizienten

A, 8zhv?
T (2.37)
BZl CO
G (2.37) in (2.34) eingesetzt ergibt die beriihmte Planck-Strahlungsformel:
8zhv?® 1
pr= e (2.38)
o ey

Verwendet man anstelle der frequenzabhangigen Energiedichte p, dv die Wellenlangen-
abhangige Energiedichte p;dA, ergibt sich im Vakuum unter Beachtung von v=cy/4 und
dv=—co/A? dA

87hc 1
p;= f," o (2.39)
elkT _1

Das fur hv « kT gultige Rayleigh-Jeans-Gesetz ist bei Einsteins Ableitung der Planck-
Strahlungsgleichung verwendet worden. Andere Strahlungsgesetze sind aber nicht verwendet
worden und kdnnen im Rahmen der Einstein-Ableitung als Schlussfolgerung aus der Plank-
Strahlungsgleichung prasentiert werden:

Fur hv» KT gilt exp (hv/KT) » 1, und es ergibt sich aus G (2.38) als Spezialfall das bereits
1896 von Wilhelm Wien in dieser Form (bis auf die spater bestimmten Faktoren 8rmh/co® und
h/k) abgeleitete und nach ihm benannte Wien-Strahlungsgesetz

8zhv?® hy

e KT, 2.40
: (2.40)

Py =

Bildet man von Gleichung (2.39) die erste Ableitung nach der Wellenlédnge und setzt sie null,
erhalt man ein Maximum der spektralen Energiedichte des schwarzen Korpers bei Amax. Die
Wellenlange folgt der Beziehung

— — h C0 —
AmaxT = cONst. = K4.9651 2,8978 mm K (2.41)

und beschreibt eine Verschiebung des Maximums der Intensitatsverteilung mit wachsender
Temperatur zu kirzeren Wellenléangen hin. (Die Zahl 4,9651 ist die in der letzten Dezimale
gerundete Nullstelle der Ableitung; entsprechend ist die Zahl 2,8978 gerundet.) Dieses von
Wien 1893 abgeleitete Verschiebungs-Gesetz war die Grundlage fiir seine Uberlegungen zur
Aufstellung der ersten Form des Strahlungs-Gesetzes. Bei 300 K liegt das Maximum der
Strahlung des schwarzen Korpers bei ca. 10 um im Infrarot. Erst bei etwa 4000 K riickt es ins
sichtbare Spektrum.
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Aus den Gleichungen (2.39) und (2.41) ergibt sich das Gesetz
pi™ =const. - T?> (2.42)

fur die Energiedichte im Bereich des Maximums. Der Vollstdndigkeit halber wird noch das
von Josef Stephan 1878 experimentell gefundene und von Ludwig Eduard Boltzmann ther-
modynamisch begriindete Stefan-Boltzmann-Gesetz genannt, das sich aus der Integration von
G (2.39) ergibt:
0 872' 6 k 4
dA=T* =oT
! P 15¢ch®

(2.43)

Die Gesamtstrahlung des schwarzen Korpers ist der vierten Potenz der Temperatur proportio-
nal. Es soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass bei obigen Gleichungen Energiedich-
ten verwendet worden sind. Zur Umrechnung in die haufig in der Literatur anzutreffenden
Strahldichten ist G (2.31) zu verwenden. Zum Beispiel wandelt sich in G (2.43) bei Verwen-
dung von L, anstelle von p; der Faktor o in 21° k*/(15¢,° h®) = 5,67-10°° W m~ K™ um.

Bei Verwendung der Einstein-Koeffizienten ergibt sich aus einer Umstellung von G (2.36)
das Verhéltnis von spontaner zu induzierter Emissionswahrscheinlichkeit

A _hv

) 2.44
Buo, KT ( )

Fir eine Temperatur von 300 K liegt das Gleichgewicht zwischen beiden Wahrscheinlichkei-
ten bei

v=k-300 K /h ~6,2510" Hz, bzw. ¥=208 cm* oder 1 = 48 pm, also im fernen Infrarot.
Das gilt fir den schwarzen Strahler, der am besten durch einen temperierten Hohlraum reali-
siert wird, dessen Strahlung durch eine kleine Offnung nach auBen tritt. Beim Laser treten
wesentlich hohere Strahlungsdichten als im schwarzen Koérper auf. Durch Konzentration der
Strahlungsdichte auf ein extrem schmales Frequenzspektrum tberwiegt fur die Laser auch im
hoherfrequenten Bereich die induzierte Emission.

1,20E-015F Rayleigh-Jeans 5000 K
Abb. 2.4 Frequenzabh&ngigkeit der spektralen
1,00E-015F Planck 000K Energiedichte des schwarzen Korpers bei einer
Temperatur von 5000 K nach den Gesetzen von
8,00E-016[ Wien, Rayleigh-Jeans und Planck. Anstelle der
Frequenz vist die Wellenzahl V = ic, aufgetra-
6,00E-016 gen. Zusatzlich ist der Verlauf nach Planck fur die
Wien 5000 K Temperatur von 3000 K angegeben. Der sichtbare
4,00E-016} Bereich des Spektrums liegt zwischen 13000 cm™
und 26000 cm™".
2,00E-016
0,00E+000 L L

0 10000 20000 30000 40000

Wellenzahlen / cm™
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Zur weiteren Erlauterung des Verhéltnisses von spontaner zu induzierter Emission fuhren wir
die Eigenschwingungen ein, fiir die sich auch im deutschen Sprachgebrauch das englische
Wort ,,Mode* (engl. mode = Art und Weise) eingeburgert hat. Dabei kann man das Photonen-
bild oder das Wellenbild in einem mit parallelen Spiegeln abgeschlossenen kubischen Raum
verwenden: Im Photonenbild wird ein Photon zwischen den Spiegeln ,,hin* und ,,her* reflek-
tiert. Im Wellenbild verschwindet die Feldstarke einer stehenden Welle am Rand des Raumes.
Deshalb muss ein ganzzahliges Vielfaches von 4/2 dem Spiegelabstand L entsprechen. Es gibt
in der Literatur ein weiteres Wellenbild, das anstelle einer stehenden Welle eine hin- oder
zurlicklaufende Welle verwendet. Dann muss der Spiegelabstand einem Vielfachen

von A entsprechen, und der Wellenvektor k ergibt sich wegen der unterscheidbaren positiven
und negativen Ausbreitungsrichtung als k = (2n/L) (ny, ny, n,) flr positive und negative ganze
Werte von n;. Wir betrachten jedoch im Weiteren das Bild einer stehenden Welle im Vaku-
um. Der Wellenvektor fir eine beliebige stehende Welle im Wurfel mit der Kantenlange L ist

VA
k = f (nx, Ny, Ny) (2.45)

mit n; als positiven ganzen Zahlen. Es gilt mit |k| = 2n/4

w Co Co Co 2 2 2
=—=—"=|kl=—==—2 /n?+n2+n?. 2.46
vy T T E Ay, (2.46)

Der Vektor A ergibt sich aus der Summe aller Moden mit

A= D a;sin (ki —a), (2.47)

wobei die a; zeitabhangige Vektoren darstellen und jeder Index j ebenso wie jeder Wellenvek-
tor K; fir eine bestimmte Kombination von (ny, ny, n,) stehen. Wir nehmen an, dass A das
Vektorpotential des elektromagnetischen Feldes ist und setzen divA = 0. Damit gilt flr jeden
Wert von j das Skalarprodukt k; a; = 0. Der Wellenvektor steht also senkrecht auf dem Ampli-
tudenvektor. Die Welle ist transversal und kann als Linearkombination zweier linear polari-
sierter Wellen dargestellt werden. Deshalb hat jeder Vektor k; zwei Eigenschwingungen
(zwei Zusténde, zwei Moden).

Wegen der in Gleichung (2.45) dargestellten Form des Wellenvektors lasst sich jeder Vektor
k durch einen Punkt in einem dreidimensionalen k-Raum darstellen. Dieser Raum unter-
scheidet sich von dem gewohnlichen Raum dadurch, dass er nur Punkte fiir die ganzzahligen
Werte von ny, ny und n, enthalt. Die Zahl An der moglichen Werte von k in den Intervallen
Aky, Akyund Ak; ist gleich dem Produkt An, Any Ang, d. h., es gilt wegen ki = (w/L) n;

3

L
T

Die Zahl der Punkte im Bereich |K| bis |k| + A|k| entspricht dem Volumen einer Kugelschale.
Da jedoch nur positive n; betrachtet werden, ist nur der entsprechende Oktant (1/8 des gesam-
ten Kugelschalenvolumens) zu betrachten:
L® 4
An= =~ 1k A (2.49)
7> 8
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Berlicksichtigt man nun auRerdem, dass flr jeden Vektor die beiden Polarisationsmoglichkei-
ten der Welle zwei Moden ergeben, gilt fur die Zahl der unterschiedlichen Moden pro Ein-
heitsvolumen

An 1
" ?|k|2 AlKI. (2.50)

Der Ubergang von Differenzen (A) zu differentiellen GréRen (d) ergibt sich, wenn man An/L?
durch n(v) dv (Zahl der Moden pro Volumen im differentiell kleinen Frequenzbereich) und
AlK| durch d|k| unter Beachtung von |k| = 2rvic ersetzt. Damit wird

8zvidy

Co

n(v) dv= (2.51)
An dieser Stelle machen wir einen kleinen Einschub, um die Herleitung der Strahlungsformel
nach Rayleigh nachzuholen. Klassische potentielle plus kinetische Energie eines schwingen-
den Oszillators ergeben pro Teilchen die Energie kT. Damit wird p, = n(v) kKT und wir erhal-
ten das schon erwahnte Rayleigh-Jeans-Gesetz
87 v kT
o (2.35)
CO

Nach Beendigung dieses Riickblicks setzen wir G (2.37) in (2.51) ein und erhalten als Ver-
haltnis der Emissionskoeffizienten

A, _
—=n(v) hv. (2.52)
BZl

Durch Erweiterung dieser Beziehung mit der spektralen Energiedichte w, ergibt sich das
Verhaltnis der induzierten zur spontanen Emissionswahrscheinlichkeit als
BZle -W 1 i:
A, "n(v) hv

_ Energie von N Photonen Volumen x Frequenz 1

= 2.53
Volumen x Frequenz Zahl der Moden  Energie eines Photons (2:53)

_ Zahl N der Photonen
~ Zahlder Moden

Auf eine Mode bezogen heif3t das: Das Verhaltnis der induzierten zur spontanen Emissions-
wahrscheinlichkeit ist fir eine beliebige Mode gleich der Zahl der Photonen in dieser Mode.
Damit erhélt die Darstellung der induzierten Emission in Abbildung 2.3 folgende Erklarung:
Induzierte Emission tritt auf, wenn ein Photon mit der entsprechenden Energie auf eine Mode
trifft, die viele Photonen enthalt.
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2.5 Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten

Die exakte Betrachtung der Wechselwirkung elektromagnetischer Strahlung mit Atomen,
Molekdilen oder Festkorpern erfordert eine quantentheoretische Behandlung. Eine quanten-
theoretische Behandlung der Wechselwirkung von Molekilen mit Licht ist zum Beispiel im
Buch von Haken und Wolf durchgeftiihrt worden. An dieser Stelle werden wir jedoch auf eine
exakte quantentheoretische Betrachtung verzichten und sie durch eine halbklassische Ablei-
tung ersetzen.

Wir betrachten einen Dipol, z. B. einen Antennenstab, dessen Ladungsverteilung sich mit der
Kreisfrequenz o andert. Das zeitabhangige elektrische Dipolmoment sei

H(t) = pcosat. (2.54)

Die Strahlungsleistung eines klassisch (spontan) strahlenden Dipols ergibt sich aus der Elekt-
rodynamik als die mittlere abgestrahlte Leistung (siehe z. B. Landau/Lifschitz 11, S. 205). Den

zeitlichen Mittelwert einer periodischen Funktion f bezeichnen wir mit<f >.Es gilt
(cos?at) = ¥ und

2
()= 2 Cut) |\ _ o' (2.55)
M Are, 3c; dt® 127g,Co

Das Korrespondenzprinzip beruht auf dem Sachverhalt, dass quantenmechanische Systeme
fiir hohe Quantenzahlen den Gesetzen der klassischen Physik gehorchen. Dadurch konnten
Auswahlregeln aufgestellt und Aussagen uber Intensitat und Polarisation von Spektrallinien
gemacht werden. Unter Ausnutzung dieses Prinzips kann man nun folgenden Weg gehen:
Wir setzen in G (2.55) fur das Dipolmoment z = qr den entsprechenden Operator ein, wobei
g den Betrag der um den Abstand r gegeneinander Verschobenen Ladungen darstellt. Der
Vektor p wird durch den mit 2 multiplizierten Vektoroperator g bzw. qf ersetzt. Der Faktor
2 ist wegen der beiden Einsteliméglichkeiten des Elektronenspins hinzugefigt. Mit diesem
Operator ergibt sich das Dipolmoment eines Ubergangs vom Zustand 2 in den Zustand 1 als

Ho =My, = ysfydr, (2.56)

wobei y4 die Wellenfunktion des Zustands 1 und y»* die entsprechende konjugiert komplexe
GroRe des Zustands 2 sind. Die Bezeichnung M fiir das Ubergangsdipolmoment folgt der
Konvention (IUPAC). Es wird uber alle Variablen der Funktionen (hier also tiber den Raum)
integriert. Damit folgt fiir den Erwartungswert der Leistung aus G (2.55)
4
w 2
<P21>= 3‘M21‘ .

2.57
37, Cy (2:57)

Da f ein Vektoroperator ist, stellt auch My einen Vektor dar: [Maf* = M2, + M2, + MZ,.

Fir einen spontan strahlenden Dipol ergibt sich die Ubergangswahrscheinlichkeit

_ (P,,) o ‘2 _167%°

2
A=, T3l _3gocgh‘ 2l

. (2.58)

Da die Beziehung Az /B, = 8 hvPicy® als G (2.37) unter allgemeinen Voraussetzungen herge-
leitet worden ist, kann Durch Kombination von G (2.58) mit G (2.37) der Einstein-Koeffizient
der induzierten Emission berechnet werden:
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278

B, = ——
? 3g,h?

M| (2.59)

Die Gleichungen (2.58) und (2.59) beschreiben den Zusammenhang der Emissions-
Koeffizienten B,; und Az; und des Absorptionskoeffizienten By, (= B21) mit dem Dipolmo-
ment des Ubergangs My, das durch G (2.56) mit den Wellenfunktionen der betrachteten
Zustande verbunden ist. Da die zu untersuchenden Teilchen durch diese Wellenfunktionen
charakterisiert werden, stellen obige Gleichungen eine wesentliche Grundlage der Wechsel-
wirkung von Teilchen mit elektromagnetischer Strahlung dar.

2.6 Lebensdauer und naturliche Linienbreite

Wir betrachten den Zustand 2 in Abbildung 2.3 als angeregtes Niveau und nehmen an, dass er
im thermischen Gleichgewicht nicht besetzt sei. Durch eine Anregung habe sich zur Zeitt =0
die Besetzung N, = Np ergeben. Der Ubergang vom Zustand 2 nach 1 kann durch spontane
und induzierte Vorgange erfolgen. Wenn man von Lebensdauer spricht, meint man im Allge-
meinen die Lebensdauer eines angeregten Zustands, die durch die spontane Emission des
Photons beendet wird. Fir die Teilchen, die den Zustand 2 verlassen, gilt anlog zu G (2.30)

—d Nz = A21N2dt. (260)

Die Integration von G (2.60) bei Berticksichtigung der Anfangsbedingung Nz (t = 0) = Np
ergibt

N2 = Np exp (—A21t). (261)

Der zeitliche Mittelwert iber die Funktion N(t) ergibt die mittlere Lebensdauer z (engl. mean
life time) der Teilchen im angeregten Zustand

tN,(t)dt [t Ny exp (- A,t) dt
_0

= (2.62)

()=r=

Oy § |[© =8

N, (t)dt T N, exp (—Ay,t) dt

Daraus ersieht man, dass die Zeit 1/A,1, nach der N(t) auf 1/e des Anfangswertes No abge-
sunken ist, gleich der mittleren Lebensdauer z der Teilchen ist. Aus Messungen der Lebens-
dauer angeregter Zustdnde kann man damit direkt die spontane Emissionswahrscheinlichkeit
bestimmen und tber G (2.37) den Einstein-Koeffizienten B,; berechnen.

Die Standardabweichung At (engl. variance) bezeichnet die mittlere quadratische Abwei-
chung von der mittleren Lebensdauer z. Wegen

[(t= e N (et [(t-o) Noexp(—trj o«

(A’ = o — =2 t =7 (2.63)
.([ N, (t)dt { N, exp (—T) dt

ist die Standardabweichung der Lebensdauer At im vorliegenden Fall ebenfalls z.
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Ein von Werner Heisenberg 1927 formuliertes Prinzip der Quantenmechanik sagt aus, dass
das Produkt der Unbestimmtheiten zweier (im Sinne der klassischen Mechanik) zueinander
kanonisch konjugierter GroRen wie Ort und Impuls oder Energie und Zeit niemals kleiner als
das durch 4r dividierte Planck-Wirkungsquantum h gemacht werden kann:

h &
AEAt> — = —, 2.64
dr 2 ( )
Mit AE = h Av und dem Resultat aus G (2.63) ergibt sich daraus
1 1
Av> =— 2.
Y dr At Arnr (2.65)

als nicht unterschreitbare Grenze fiir die Unbestimmtheit der Frequenz, die mathematisch eine
Standardabweichung darstellt.

Zur Ableitung einer klassischen Beziehung, die eine &hnliche Aussage wie Gleichung (2.65)
ergibt, machen wir von der nach Jean Baptiste Joseph Fourier benannten Transformation
Gebrauch. Sie stellt die Grundlage der Fourier-Spektroskopie dar, die uns in den folgenden
Abschnitten mehrfach begegnen wird. Fourier hat die Transformation in ihrer urspriinglichen
Form 1822 zur Beschreibung der raumlichen Verteilung der Temperatur vorgestellt. In der
Spektroskopie wird sie vorwiegend zur Transformation von Signalen aus dem Zeitbereich in
den Frequenzbereich und umgekehrt verwendet. Als die symmetrische Form der Fourier-
Transformation bezeichnet man

+00

g(t) = J' exp |a)t dw (2.66)
und
3 1 +00 .
f(o) = o jw g(t) exp(—iet) dt . (2.67)
Wir betrachten nun die Funktion
g(t) = exp(—t/Ty) cos axt, (2.68)

die fir t >0 mit 0 < 1/T4 « ap eine Schwingung mit der Frequenz ayp und der Zeitkonstanten
der exponentiellen Dampfung T4 beschreibt. Fur t <0 wird g(t) = 0 gesetzt. Die reelle Funk-
tion g(t) kann fir die weitere Betrachtung [mit exp(iat) = cosayt + i sinaxt] durch die kom-
plexe Funktion

g(t) = exp(=t/ T+ i ) (2.69)

ersetzt werden. Die Fourier-Transformierte dieser Funktion nach G (2.67) ist in einschlagigen
Tabellenwerken zu finden:

i Ty 1 o Ty (a)o—a))Td
f(w) = — = +1 .(2.70)
5 |j Ver 1+(a)0—a))2Td2 Ver 1+<a)0—a))2Td2
N2rx W)~ @+ -
d
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Die komplexe Funktion f(w) ist auf der rechten Seite von G (2.70) in Realteil und Imaginarteil
zerlegt worden. Der frequenzabhdngige Realteil ist

N2rx 1
fr(w) = 2, - fLorentz. (2.71)
T, 1+(a)0 —a)) Ty

N fLO rentz

Das ist die nach Hendrik Antoon Lo- 1 -
rentz benannte Lorentz-Kurve, wobei ;
1/T4 = Awy, die einfache Halbwertsbreite
und 2/Tq4 = Sy, die volle Halbwertsbrei- :
te (engl. full width at half maximum= 12 —f---------------- : 2 Awyp =Sy, = 2Ty
fwhm) darstellen. Letztere GroRe wird in '
der Spektroskopie oft nur ,,Halbwerts-
breite* genannt.

S

|
Wy
Abb. 2.5 Lorentz-Kurve und Halbwertsbreiten.

Die weiteren Betrachtungen erfolgen analog zum Vorgehen in Kapitel 2.3. Die in G (2.71)
erhaltene Lorentz-Kurve f ' (w) zeigt die gleiche Frequenzabhéngigkeit wie der Imaginérteil
des Brechungsindex in G (2.22), wahrend der Imaginérteil f " (@) dem Realteil des Bre-
chungsindex in G (2.21) ahnelt. Bei Ableitung der Gleichungen fiir den Brechungsindex
waren wir von der Differentialgleichung (2.12) eines geddmpften Oszillators unter dem Ein-
fluss eines aulReren elektrischen Feldes ausgegangen. Der freie Oszillator wird durch die
entsprechende homogene Differentialgleichung beschrieben, mit anderen Worten: das &ullere
Feld hat die Amplitude null:
md—2y+m ﬂ+m 2y=0 (2.72)

a2 Mg MRS |
Mit den Anfangsbedingungeny =1 und dy/dt = O fur t = O ist die reelle Lsung der Differen-
tialgleichung (2.72)

2

y(t) = exp(-t/2) [cosat + (2w)sinat] mit o= @} —7/7. (2.73)

Fir eine schwache Dampfung ist 0 < y « ax, s gilt @ = ap, und man erhalt
y(t) = exp(-t/2) cosaxt (2.74)

als eine mit der Amplitude exp(-ty/2) gedampfte und der Frequenz ax oszillierende Schwin-
gung. Die Ansétze (2.68) und (2.69) stellen ebenfalls eine reelle bzw. komplexe Lésung dar,
wenn wir Ty = 2/y setzen. Multipliziert man die Gleichung (2.72) mit dy/dt, ergibt sich

i m(ﬂj2+mw2y2 +m (d_yjz—o (275)
dt| 2 \dt 2 0 "Cat ' '
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Die beiden Terme in der eckigen Klammer entsprechen der kinetischen bzw. potentiellen
Energie und damit der Gesamtenergie W der Schwingung. Demnach folgt aus den Gleichun-
gen (2.74) und (2.75) fur die Strahlungsintensitét (Strahlungsleistung)
aw
dt
Der zeitliche Mittelwert der sin?-Funktion (iber volle Rotationsperioden ist ¥. Damit ergibt
sich, dass die mittlere Leistung

= —myan’ exp(—) sin‘axt. (2.76)

dw
<E> = —Yamyay’ exp(-1) (277)
dem Quadrat der Amplitudenfunktion exp(—/2) proportional ist. Die Leistung ist nach der
Zeitt =1/y auf 1/e des Anfangswertes abgesunken. Die Zeitkonstante 1/y kann nun als mitt-
lere Lebensdauer einer grolRen Zahl ungedédmpfter aber zeitlich begrenzt schwingender Oszil-
latoren aufgefasst werden. In Analogie zur Lebensdauer eines Zustands 7 setzen wir deshalb
Uy =t

Aus dem Vergleich der Zeitfunktion (2.68) mit der entsprechenden Frequenzfunktion (2.71)
ergibt sich unter Beruicksichtigung von Ty = 2/, dass ein Oszillator mit der mittleren Lebens-
dauer zeine Lorentzlinie mit der Halbwertsbreite 6y, = 1/7 erzeugt. In Frequenzen ausge-
drickt gilt

1

ou, = —.
gt 2nT

(2.78)
Diese klassisch abgeleitete Gleichung hat Ahnlichkeit mit der quantenmechanischen Unbe-
stimmtheit in Gleichung (2.65). Beide Beziehungen kdnnen aber nicht ineinander tberfuhrt
werden. Zum Beispiel zeigt der Vergleich von G (2.63) mit (2.71), dass die Standardabwei-
chung einer Lorentz-Kurve divergiert. Es gilt trotzdem allgemein, dass das ,,naturliche* Profil
einer Spektrallinie eine Lorentz-Kurve ist, deren Halbwertsbreite nach G (2.78) durch die
endliche Lebensdauer 7 des Zustands bestimmt wird.

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass nur im Zustand 2 die Teilchen eine endliche Le-

bensdauer haben. Ist der Zustand 1 jedoch nicht der Grundzustand, haben die Teilchen in

beiden Zustanden eine endliche Lebensdauer und man ersetzt den Wert zin G (2.78) durch
1 1 1

= (2.79)
T T, T,

Lebensdauern angeregter optischer Zusténde reichen vom Pikosekundenbereich bis zu Se-
kunden fiir verbotene Ubergénge. Entsprechend &ndert sich nach G (2.78) die Linienbreite.

Quotienten aus Frequenz und Linienbreite bzw. aus Lebensdauer und Schwingungsdauer
ergeben jedoch stets sehr groRe Werte. Zum Beispiel sind am Zustandekommen der Fraunho-
fer-Line D; der Grundzustand des Natriums 3s %Sy, und der angeregte Zustand 3p 2Py, mit
einer mittleren Lebensdauer 7= 16 ns beteiligt. Die Wellenlénge der Linie liegt bei A =co/v=
589,1 nm. Daraus ergibt sich eine Frequenz von ca. 5:10* Hz, aus G (2.78) folgt 8w, ~10’
Hz; damit folgt fur den Quotienten aus Frequenz und Linienbreite ein Wert von 50 Millionen.
Andererseits ergibt sich aus #/T = rv~ 8-10°, dass sich die Amplitude der emittierten Strah-
lung erst nach einigen Millionen Schwingungen merklich verringert.
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2.7  Doppler-Verbreiterung, homogene/inhomogene Verbreiterung, Sattigung

Die im Kapitel 2.6 erlduterte natiirliche Linienbreite stellt eine untere Grenze dar. Beobachte-
te Linienprofile konnen z.B. durch die Messapparatur oder durch Sattigung bei starker Ein-
strahlung verbreitert sein. AuRBerdem treten Linienverbreiterungen infolge atomarer bzw.
molekularer Bewegungen innerhalb der untersuchten Substanz auf. Elastische und unelasti-
sche StoRe zwischen den Teilchen verursachen die sogenannte StoRverbreiterung oder
Druckverbreiterung. Finden stoRinduzierte Ubergange statt, verkiirzt sich dadurch die Le-
bensdauer eines Zustands, und die Linienverbreiterung kann mit Hilfe von Gleichung (2.78)
berechnet werden. Verbreiterungseffekte treten in verschiedenen Formen auf. Wir behandeln
hier die Doppler-Verbreiterung, die bei niedrigen Driicken in Gasen dominiert.

Das von Christian Doppler 1842 ausgesprochene, einige Jahre darauf in der Akustik und da-
nach in der Optik bewiesene Prinzip sagt aus, dass eine Frequenzénderung auftritt, wenn sich
Ton- bzw. Strahlungs-Quelle und Beobachter (bzw. Empfanger) relativ zueinander mit der
Geschwindigkeit » bewegen. Ist k der Wellenvektor, gilt in der Optik bei Vernachl&ssigung
relativistischer Effekte fir die Differenz zwischen der beobachteten Frequenz  und der ausge-
strahlten Frequenz ay die Beziehung @ — an = kv. Betrachten wir wiederum eine Welle, die
sich in x-Richtung ausbreitet, gilt am Beobachtungsort k = (k4,0,0). Wegen |k| = ax/co ist

@ = ap (1 + »/Cp). Eine Umstellung auf z ergibt

® — ®,

% = Co (2.80)

20
Die Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung gibt fur N Teilchen mit der Masse m
und der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit z,

o |2kT 281
% = |7l = m (2.81)
bei der Temperatur T die Zahl der Teilchen n(») dv an, deren Geschwindigkeit zwischen v und
v+ do liegt: n(z)/N = const. - (d/9,)” exp(-[2/]?). Betrachten wir nun anstelle des Betrags
der Geschwindigkeit » nur die x-Komponente z, ergibt sich eine entsprechende eindimensio-
nale Gleichung:

% = const.. exp [— {:—X} ] : (2.82)

Die Intensitat 1(w) einer absorbierten oder emittierten Strahlung ist abhangig von der Zahl der
Teilchen, die eine bestimmte Frequenz absorbieren bzw. emittieren und deshalb wegen des
Doppler-Effekts abhangig von =. Durch Einsetzen von G (2.80) in (2.82) ergibt sich

n(lzx) _ const.- exp [_ ¢ {M} J (2.83)

v,

Damit ist

I() = I(an) exp [ cg[“’_“’(’} J (2.84)
Wy7
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Die Intensitatsverteilung entspricht der GauR-Glockenkurve ¢(z) = exp (-z%/2) /<2 , die von
Karl Friedrich Gaul} als Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung eingefuhrt worden
war. Die Halbwertsbreite 3y, ergibt sich mit z, aus G (2.81) zu

Sm/zDoppler — & 8KT In2 . (2.85)
Co m

Unter Verwendung der Avogadro-Zahl N, der molaren Masse M = Nam, der Gaskonstante
R = Nak und der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c, folgt

Sl [ T/ Kelvin 5
= 7,16 x 107", 2.86
@, M/ Gramm | * (2.86)

Zum Beispiel ergibt sich flr die Na-D;-Linie bei 589,1 nm bei 500 K der Wert
8,212t = 1,7 x 10° Hz und damit eine Verbreiterung um den Faktor 170 gegeniiber der
natlrlichen Linienbreite.

Homogene (inhomogene) Linienverbreiterung liegt definitionsgemal vor, wenn fir alle be-
trachteten Teilchen mit dem Ubergang E; <> Ei die gleiche (eine unterschiedliche) Wahr-
scheinlichkeit des Ubergangs vorhanden ist. Ein typisches Beispiel fir homogene Verbreite-
rung ist die natiirliche Linienbreite, ein typisches Beispiel fur inhomogene Verbreiterung
ergibt der Doppler-Effekt.

Man kann bei einer Doppler-verbreiterten Linie eine Frequenz einstrahlen, die nur den Uber-
gang in einem bestimmten Intervall der Relativgeschwindigkeit zx beeinflusst, wahrend im
anderen Bereich der Linie keine Absorption stattfindet. Ein solcher VVorgang l&sst sich am
Sattigungsverhalten der Linie beobachten. Sattigung tritt bei Absorptionsspektren auf, wenn
durch eingestrahlte Energie der Unterschied in den Besetzungszahlen der beiden betrachteten
Niveaus deutlich verandert, im Extremfall ausgeglichen wird. Wenn der Ausgangszustand
der Besetzungszahlen durch hinreichend hdufige spontane oder induzierte Emissionsvorgéange
erhalten bleibt, spricht man von linearer Absorption. In diesem Fall ist die absorbierte Leis-
tung proportional der eingestrahlten Leistung.

Abb. 2.6 (a) Das Sattigungsverhalten einer homogen
verbreiterten Line. Die durchgezogene Linie hat das
Lorentz-Profil einer ungeséttigten Linie, wahrend die
punktierte Absorptionslinie durch Verdopplung der
eingestrahlten Leistung in der Randbereichen verstérkt,
in der Mitte aber abgeschwacht ist. (b) Sattigungs-
verhalten einer inhomogen verbreiterten Linie. Die
ungesattigte Absorptionslinie hat hier ein Gaul3-Profil.
Der durch Sattigung (punktierte Linie) entstehende
Einschnitt hat ein Lorentz-Profil mit der natlrlichen
Linienbreite.

Sattigung veréandert die Linienform. Eine homogen verbreiterte Linie wird im Zentrum starker
gesattigt, da dort die Energielibertragung maximal ist. Dadurch tritt eine Linienverbreiterung
auf. In Abb. 2.6 a stellt die ausgezogene Kurve das ohne Sattigung gemessene Absorptions-
profil dar. Fir die punktierte Kurve wurde die eingestrahlte Leistung verdoppelt und der
Sattigungseffekt berlcksichtigt. Die Halbwertsbreite der Linie ist sichtbar vergroRert.
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Ein Sattigungseffekt, der bei inhomogen verbreiterten Linien auftritt, wird auch als grundle-
gende Eigenschaft zur Definition einer inhomogenen Verbreiterung verwendet: Wenn man
mit einer zweiten variablen Frequenz kleiner Amplitude und gleichzeitiger starker (sattigen-
der) Einstrahlung bei w5 das Absorptionsprofil abtastet, wird durch Sattigung ein Loch in das
Linienprofil gebrannt. Die Breite des Lochs entspricht der homogenen Linienbreite. In

Abb. 2.6 b kann der geséttigten Absorptionslinie sowohl die homogene als auch die inhomo-
gene Linienbreite entnommen werden.

2.8 Linien und Bandenintensitaten

Pierre Bouguer stellte 1726 fest, dass die Schwéchung eines Lichtstrahls im absorbierenden
Medium proportional der Intensitét dieses Strahles und der Lange des Mediums ist. Johann
Heinrich Lambert beschrieb 1760 diesen Sachverhalt durch eine Gleichung und August Beer
fand 1852 schliellich bei Absorptionsmessungen an verdinnten Lsungen, dass die Durchlés-
sigkeit eines Stoffes bei unverédndertem Querschnitt nur von der durchstrahlten Stoffmenge
abhangt. Die Erkenntnisse fuhrten zu dem fir die quantitative optische Spektroskopie funda-
mentalen Gesetz, das in der Literatur in unterschiedlicher Weise nach dem letzten, den letzten
beiden oder allen drei Entdeckern benannt worden ist. Bezeichnet man mit | = D Io den von
einer absorbierenden Schicht durchgelassenen Teil der Strahlungsintensitét, dann gilt fiir den
dekadischen Logarithmus der Durchléssigkeit bzw. die Durchléssigkeit

I
log,, T =—gcud bzw. D=exp(-&.cmd In10) (2.87)
0

Im Beer-Gesetz bezeichnet &, den frequenzabhangigen molaren Extinktionskoeffizienten und
d die Schichtdicke der Substanz (gewdhnlich in cm). cy ist die Konzentration der absorbie-
renden Substanz, die gewohnlich in Mol/Liter angegeben und of Molaritat genannt wird. Die
Dimension von &, ist Volumen x Mol x Schichtdicke™, mit den gewdohnlichen Angaben in
Mol pro Liter und cm Schichtdicke also 1000 cm?® Mol™". Die um den Faktor 10 groRere Sl-
Einheit m? pro Mol wird kaum verwendet. Leider wird der molare Extinktionskoeffizient in
der Literatur oft ganz ohne Dimension angegeben, obwohl er im Gegensatz zur Extinktion

&, Cu d eine dimensionsbehaftete GroRe ist. Zusatzliche Verwechslungsmoglichkeiten treten
durch Verwendung des natiirlichen Extinktionskoeffizienten &," auf, wobei in G (2.87) anstel-
le des dekadischen den natirlichen Logarithmus verwendet wird. Es gilt

&' =¢&,In10 =~ g,2,30.

Der hier empirisch eingefiihrte Extinktionskoeffizient hangt mit dem Imaginérteil des Bre-
chungsindex zusammen, der in G (2.24) die Dd&mpfung der elektrischen Feldstérke beim
Durchgang durch ein Medium beschreibt. Da die Strahlungsenergie proportional dem Quadrat
der Amplituden der Feldstarke ist, vgl. Kapitel 2.1, ergibt sich aus dem Vergleich der Glei-
chungen (2.24) und (2.87) die Beziehung

2n"awlco= g, cm=m,, (2.88)

in der &,"cyv der natiirliche Extinktionsmodul m,, (Extinktion pro Langeneinheit) ist. G (2.22)
in (2.88) eingesetzt ergibt, dass die Extinktion in Ndhe der Resonanz durch eine Lorentz-
Kurve dargestellt wird.
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Fur praktische Anwendungen ist es jedoch vorteilhaft, die integrale Extinktion einer Linie
oder Bande zu messen. Zur Ableitung der entsprechenden Beziehung beschranken wir uns auf
lineare Absorption. Dann gilt bei senkrecht auf die Flache F gerichteten Strahl, dass die ein-
fallende spektrale Strahlungsintensitét | = co w, F ist. Die absorbierte spektrale Intensitét
ergibt sich aus der Beziehung | = I exp(—m, x), vgl. Gleichungen (2.87) und (2.88),

dl =cow, Fm,dx. (2.89)

Mit F als Einheitsflache erhélt man durch Integration der x-Koordinate tber die Einheitslange
die spektrale absorbierte Intensitét I.ns pro Einheitsvolumen

Iabs = C() WV mv, (290)

die eine Funktion der Frequenz ist. Uber den Frequenzbereich einer Linie (oder Bande) kann
die spektrale Energiedichte w, der eingestrahlten elektromagnetischen Welle als konstant
angenommen werden. Dadurch ergibt sich bei Integration Gber den Frequenzbereich einer
Linie fir die integrale absorbierte Intensitat, die eine Leistungsdichte darstellt:

dW Linienende Linienende
d_:bs: Icowvmvdv:cowv _[mvdv:cowv S. (2.91)
Linienanfang Linienanfang

Der hiermit eingeflhrte integrale Absorptionskoeffizient bzw. integrale Extinktionsmodul s
kann auch nach Division durch die Konzentration der Substanz als integraler Extinktionskoef-
fizient aufgefasst werden. Er ist flr eine praktische Messung geeigneter als der frequenzab-
hangige Wert. Man darf nattrlich nicht tiber das gesamte Spektrum sondern nur tber die
betrachtete Linie (Bande) integrieren.

Bei einem Ubergang zwischen nicht entarteten Energieniveaus mit E,> E; und Ny « N; ist die
Nettorate der Ubergange i — k entsprechend G (2.27) Bi w, N;. Bei jedem Ubergang wird
die Energie hwy absorbiert. N; sei die Zahl der Zustédnde pro Einheitsvolumen. Dann gilt fur
die im Einheitsvolumen absorbierte Leistung

dWabs
dt

Mit den Gleichungen (2.91), (2.92) und (2.59) ergibt sich
s= hvi By Ni 27T3Vik N;

CO 36‘0 CO h

= hVik Bik W, N;. (2.92)

IM,|° (2.93)
Diese Gleichung verbindet den integralen Absorptionskoeffizienten mit dem Dipolmoment
des Uberganges, d. h. einen aus dem experimentell gemessenen Spektrum bestimmten Para-
meter mit dem quantenmechanischen Erwartungswert. Letzterer ist nicht leicht berechenbar
und héngt von der Symmetrie des Molekiils oder Festkorperbausteins bzw. Stérungen dieser
Symmetrie ab. Deshalb sind quantitative Aussagen aus optischen Spektren problematisch.

Mit obigen Gleichungen lasst sich auch der Zusammenhang zwischen den Einstein-

Koeffizienten und den Oszillatorenstarken herleiten: Aus der Kombination der Gleichungen

(2.88), (2.91) und (2.92) ergibt sich

h , B N Linienende : Linienende

HCE = T dy = 2V gy (2.94)
Co

Linienanfang Linienanfang

Ss=
c:0
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Wir greifen nun auf Gleichung (2.26) zurtick und betrachten flr eine Kombination ik nur
Frequenzen nahe der Resonanzfrequenz. Damit ergibt sich eine Beziehung, die der Gleichung
(2.22) ahnlich ist. Aus praktischen Erwagungen ersetzen wir die Kreisfrequenzen durch Fre-
quenzen und erhalten

_ N; e’ fo 7 ik
1671'280m Vik (Vik - V)2 +(7/ik /2 )2 |

(2.95)

(Die hier verwendeten Halbwertsbreiten yunterscheiden sich nun aber um den Faktor 27 von
denen in G (2.11) bis (2.26)). Am Ende setzen wir G (2.95) in G (2.94) ein und berechnen das
Integral. Es ergibt sich

2

S (2.96)

Bik = ———— fi
b 4e,mhy,

Damit ist der Zusammenhang zwischen dem messbaren integralen Absorptionskoeffizienten,
den Oszillatorenstérken aus klassischen Betrachtungen, den Einsteinkoeffizienten und dem
Dipolmoment des Ubergangs hergestellt worden. Beim Vergleich dieser Beziehungen mit
ahnlichen Gleichungen in der Literatur muss man beachten, dass die Verwendung einer ande-
ren Basis zu unterschiedlichen Formen der Gleichungen flhrt. Das gilt fiir die Verwendung
von Strahlungsdichten anstelle spektraler Energiedichten, fiir die Verwendung von Wellen-
langen oder Wellenzahlen anstelle Frequenzen und sogar beim Ersatz von Frequenzen durch
Kreisfrequenzen.
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